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  چکیده     
هـر مشـتري   . گیـرد  بررسی قرار مـی حوصله مورد  اي براي دو تسهیل مستعد ازدحام و مشتریان کم یابی شبکه له مکاندر این مقاله، مسئ      

هنگام مراجعه به تسهیل مربوطه، در صورتی که با اندازه صفی بیش از آستانه تحمل خود مواجه شود، از ورود منصرف شده و به تسهیل دیگـر  
 دف ایـن مسـئله،  ه ـ. دشـو  در تسهیل دوم نیز اگر وضعیتی مشابه وجود داشته باشد، مشتري از دریافت خدمت، منصـرف مـی  . دکن مراجعه می

بـه   ؛است ذکرشدهدهنده و تخصیص مشتریان شبکه به تسهیلات  احداث دو تسهیل خدمت برايانتخاب دو مکان از بین تعدادي مکان کاندیدا 
هـاي صـف    بـا تعریـف و توسـعه گونـه جدیـدي از سیسـتم      . دشـو اي که میزان تقاضاي از دست رفته به دلیل وجود صف طولانی، کمینه  گونه
  .دشو حل می GAMSافزار  آن، یک مثال عددي، ارائه و توسط نرم درستییی و براي سنجش کارآشود و  ارائه می مسئلهبی، مدل ریاضی مکع فوق

       

  حوصله مکعبی، مشتریان کم هاي صف فوق اي، تسهیلات پرازدحام، سیستم یابی شبکه مکان :هاي کلیدي واژه 
  

مقدمه
توان به  تسهیلات را می یابی به طور کلی مسائل مکان

یابی  متحرك و مکان یابی تسهیلات مکان  دو دسته
یابی تسهیلات  در مسائل مکان. دکرتقسیم  تسهیلات ثابت

دهنده مستقر  ثابت، در هر تسهیل، یک یا چند خدمت
نیاز به  هستند و هر مشتري براي دریافت خدمت مورد

یابی  مکان. دکن محل استقرار تسهیل متناظر مراجعه می
مربوط به  1هاي پروکسی هاي خودپرداز بانک، وب دستگاه
رسانی از جمله  هاي سوخت هاي ارتباطی و ایستگاه سیستم

کاربردهایی هستند که در ادبیات تحقیق به فراوانی به آنها 
یابی تسهیلات متحرك، فرض  در مکان. پرداخته شده است

 دهنده که در هر یک از شود که یک یا چند خدمت می
تسهیلات مستقر هستند، براي ارائه خدمات به محل 

د و خدمت مربوطه در محل کنن مشتریان مراجعه می
یابی تسهیلات اضطراري مانند  مکان. شود میمشتري ارائه 

نشانی، کاربردهاي  هاي آمبولانس، پلیس یا آتش ایستگاه
  . روند یابی به شمار می اصلی براي این نوع از مسائل مکان

توان بر اساس معیار  یابی را می مسائل مکان از سویی،
دهی به دو دسته  در سیستم خدمت 2ازدحام نبودوجود یا 
-pدر دسته نخست، مسائل متعارفی همچون . کردتقسیم 

گیرند که در  قرار می 5و پوشش مجموعه 4مرکز-c، 3میانه

دهی به هر مشتري بلافاصله  شود که خدمت آنها فرض می
گاه در گیرد و هیچ تسهیل انجام میوي به پس از ورود 

هاي  در دسته دوم، زمان. شود میتشکیل ن ، صفسیستم
دهی در مقایسه با فواصل زمانی بین ورود مشتریان  خدمت

متوالی، قابل ملاحظه هستند و بنابراین صف تشکیل 
شود و مشتریان مجبور خواهند بود در نظامی از قبل  می

به دلیل . ر بماننددهی، منتظ مشخص، براي شروع خدمت
هاي  هاي بین ورود مشتریان و زمان قطعیت در زمان نبود 

از مسائل پیچیده  ،ازدحام بایابی  دهی، مسائل مکان خدمت
  . روند سازي و حل به شمار می براي مدل

نخستین محققی است که با ارائه ایده ] 2و  1[لارسون 
ایجاد ازدحام در ارائه خدمت به مشتریان، فرض متداول 
قطعی بودن ماهیت مسایل دنیاي واقعی را در مسائل 

ازدحام،  بایابی  هاي مکان مدل. یابی به چالش کشید مکان
دهندگان مستقر  اساس معیارهایی مانند تعداد خدمت بر

یل، قاعده تخصیص مشتریان به تسهیلات در هر تسه
هاي  ، توزیع زمان)7و قاعده جاذبه 6مانند قاعده مجاورت(

دهی،  خدمت هاي بین ورود مشتریان متوالی و توزیع زمان
هاي  ترین وجه تمایز مدل مهم. شوند میبندي  دسته
ازدحام، نوع تابع هدف به کار  بایابی با تسهیلات  مکان
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، این مسائل به سه دسته نظراز این  گرفته در آنها است و
مسائل میانه، مسائل پوششی و مسائل مرکز تقسیم 

  . شوند می
 ند که در آنهاشو هایی اطلاق می هاي میانه به مدل مدل

ها یا  ن مجموع هزینهکردتوابع هدف به صورت حداقل 
وانگ و . دشون هاي سفر و انتظار مشتریان تعریف می زمان

یابی تسهیلات پرازدحام با  انمدل مک] 3[همکاران 
دهنده ثابت را براي حالتی که در هر تسهیل،  خدمت

دهنده مستقر شود و مدل صف ایجاد  حداکثر یک خدمت
ورودهاي پواسان و  دهنده، یک خدمت( M/M/1شده از نوع 

تابع  .باشد، مورد مطالعه قرار دادند) نمایی هاي خدمت زمان
مداري،  هاي مشتري با تأکید بر جنبه ،شده  هدف مدل ارائه
هاي  تسهیلات و هزینه وهاي سفر مشتریان  مجموع هزینه

با ] 4[برمن و درزنر . دکن انتظار آنها در صف را کمینه می
دهنده به  خدمت از تسهیلات تک] 3[توسعه مدل وانگ 

 M/M/cهاي دهنده، به بررسی سیستم تسهیلات چندخدمت
شده، از قاعده مجاورت براي   رائهدر مدل ا. اند پرداخته

یعنی هر مشتري  .تخصیص مشتریان استفاده شده است
مراجعه   دهنده ترین خدمت براي دریافت خدمت به نزدیک

در   دهنده کند و در شرایطی که دو یا چند خدمتمی
به نسبت یکسان،  ،فاصله یکسانی از وي قرار داشته باشند

ع هدف این تحقیق، مجموع در تاب. دکن از آنها استفاده می
هاي سفر مشتریان به تسهیلات  هاي مربوط به زمان هزینه

هاي صرف شده در صف انتظار، کمینه و میانگین زمان
از سه روش  مسئلهاین نویسندگان براي حل . شوند می

و  9سازي شده، بازپخت شبیه8فراابتکاري الگوریتم ژنتیک
اند که  نشان دادهاند و  هکرداستفاده  10جستجوي ممنوعه
یی سبت به دو الگوریتم دیگري کارآالگوریتم ژنتیک ن

  .داردبالاتري 
شده توسط پسندیده و اخوان نیاکی   مدل ریاضی ارائه

هر  طور همزمانهایی است که به  از جمله معدود مدل] 5[
دهنده را در تابع هدف در نظر  دو جنبه مشتري و خدمت

فه را به صورت کمینه محققان یک مدل دوهد. گرفته است
هاي سپري شده توسط  کردن همزمان مجموع زمان

و ) هاي انتظار در سیستم هاي سفر و زمان زمان(مشتریان 
 ،در این مدل. اند هکرددهندگان ارائه  درصد بیکاري خدمت

  دهنده خدمت فرض شده است که در هر تسهیل، فقط یک
ده، از ش مدل صف بررسیتواند مستقر شود، بنابراین می

شده یک مدل   از آنجایی که مدل ارائه. است M/M/1نوع 

صحیح آمیخته غیرخطی است، نویسندگان  دوهدفه عدد
مشابه . اند براي حل آن از الگوریتم ژنتیک استفاده کرده

یک مدل دوهدفه ] 6[تحقیق پیشین، چمبري و همکاران 
همزمان دو جنبه مشتري و  در نظر گرفتنرا با 
شده،   توابع هدف مدل ارائه. اند هکردرائه دهنده ا خدمت

ه این فرض اصلی ک. مشابه توابع هدف تحقیق قبلی است
د، در نظر گرفتن کن متمایز می مدل را از مدل پیشین

ظرفیت محدود براي فضاي انتظار در هر یک از تسهیلات 
هاي صف  و در نتیجه استفاده از نتایج مربوط به سیستم

M/M/1/K براي به دست آوردن مجموعه محققان . است
و  NRGAنقاط نامغلوب، از دو روش فراابتکاري چندهدفه 

NSGA-II  شده   نتایج محاسباتی ارائه. اند هکرداستفاده
  . حاکی از برتري روش دوم نسبت به روش نخست است

یابی تسهیلات  هاي مکان مدل ،خلاف دسته اول بر
پرازدحام با سرورهاي ثابت که در آنها تابع هدف به 
کیفیت پوشش مشتریان معطوف است، تمرکز تابع هدف 

بر ) هاي پوششی یعنی مدل(ها  دسته دوم این گونه مدل
بدین ترتیب در دسته دوم، . میزان پوشش مشتریان است

یا کمینه توابع هدفی نظیر بیشینه کردن میزان پوشش 
کردن مشتریان خارج از محدوده پوشش تسهیلات، به کار 

تابع هدف حداکثر ] 7[برمن و همکاران . اند برده شده
ن امید تعداد مشتریان پوشش داده شده را براي کرد

در این . اند ثابت در نظر گرفته ،یابی تسهیلات مکان مسئله
تحقیق، معیار مجاورت یعنی مراجعه مشتري به 

به عنوان یکی از مفروضات اصلی در  ،رین تسهیلت نزدیک
در صورتی که تسهیل متناظر یک . نظر گرفته شده است

مشتري به حداکثر ظرفیت خود رسیده باشد و امکان 
پذیرش مشتریان جدید وجود نداشته باشد، مشتریان 

 ترین تسهیل بعدي که تا تخصیص یافته به آن، به نزدیک
هاماگوچی و . دکنن جعه میاند، مرا کنون ملاقات نکرده

اي با تسهیلات ثابت را  یابی شبکه مکان مسئله] 8[ناکاده 
اند؛ بدین  هکردسازي  مدل M/G/1اساس سیستم صف  بر

هاي بین  اند که زمان هکردن فرض معنی که محققا
 ،کنند ورودهاي متوالی مشتریان از توزیع نمایی پیروي می

دهی به صورت یک توزیع کلی در نظر  هاي خدمت اما زمان
ن کردشده، بیشینه   تابع هدف مدل ارائه. شوند فته میگر

 ،در این تحقیق. مجموع تقاضاهاي پوشش داده شده است
محاسبه تابع توزیع زمان  براياز روش تبدیل لاپلاس 

اما به دلیل  ،انتظار مشتریان در سیستم استفاده شده است
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دگی وارون تبدیل لاپلاس، شکل صریحی براي پیچی
ن به دست نیامده و بنابراین هاي انتظار مشتریا زمان

معین . اند هاي ابتکاري متوسل شده ن به روشمحققا
یابی بیشینه  مکان مسئله] 9[زاده کاخکی مقدس و تقی

دهنده،  پوشش را با در نظر گرفتن تسهیلات چندخدمت
شده براي این   در مدل ارائه. اند رسی قرار دادهمورد بر

، فرض شده است که متوسط زمان انتظار در هر مسئله
هاي برپایی تسهیلات و  تسهیل و همچنین مجموع هزینه

از . دکنهاي مشخصی، تجاوز ن دهندگان از آستانه خدمت
دهندگان موجود در هر تسهیل،  آنجایی که تعداد خدمت

اند،  فته شدهجزو متغیرهاي تصمیم مدل ریاضی در نظر گر
تر از  به مراتب پیچیده ،ساختار مدل ریاضی ارائه شده

نویسندگان براي حل . است M/M/1هاي متعارف  مدل
ارائه شده، دو الگوریتم ابتکاري جستجوي محلی را  مسئله

  .اند توسعه داده
یابی مرکز به عنوان دسته  هاي مکان تابع هدف مدل
 دحام، از نوع کمینهتسهیلات پراز یابی سوم از مسائل مکان

دهی  هاي خدمت فاصله یا زمان) minimax(کردن بیشینه 
استفاده از این نوع تابع هدف، مختص مسائل . است
یعنی مسائلی که در  ،یابی تسهیلات اورژانسی است مکان

ترین زمان ممکن به دورترین  آنها لازم است در کوتاه
 مسائلی همچون. رسانی انجام شود مشتري نیز خدمت

نشانی یا پلیس از  هاي آمبولانس، آتش یابی ایستگاه مکان
اي از تحقیقاتی  به عنوان نمونه. این قبیل مسائل هستند

توان به آبولین  می ،اند که به این نوع از مسائل پرداخته
شده در این تحقیق،   در مدل ریاضی ارائه. کرداشاره ] 10[

تأکید و تابع هدف  ن نیاز هر یک از مشتریان،کردبر بهینه 
کردن حداکثر زمان طی شده براي هر  به صورت کمینه

همچنین زمان سپري . مشتري در نظر گرفته شده است
هاي سفر مشتري  شده توسط هر مشتري مشتمل بر زمان

از مکان استقرار تا تسهیل تخصیص یافته به انضمام 
هاي انتظار در صف دریافت خدمت، در نظر گرفته  زمان

  . تشده اس
یابی  فرض وجود ازدحام علاوه بر مسائل متعارف مکان

یابی  هاي جدیدتري از مسائل مکان تسهیلات، در نسخه
و طراحی  12یابی رقابتی ، مکان11یابی هاب مانند مکان

دي کامارگو و . اند زنجیره تأمین، در نظر گرفته شده
ریزي ریاضی عدد صحیح  یک مدل برنامه] 11[میراندا 

در . اند ها ارائه کرده ي تعیین مکان استقرار هابآمیخته برا

هاي ناشی از ازدحام در هر هاب به  این تحقیق هزینه
تابع . شود کمک تابعی از مقدار جریان در هاب محاسبه می

هاي حمل  هاي استقرار، هزینه هدف مدل پیشنهادي هزینه
ها را کمینه  هاي ناشی از ازدحام در هاب و نقل و هزینه

ن براي حل مدل پیشنهادي خود از روش محققا .کند می
یک ] 12[کونور و گیونس . اند استفاده کرده 13تجزیه بندرز
یابی چندتسهیلی رقابتی را با در نظر گرفتن  مدل مکان

در . اند هکردوقوع ازدحام ترافیکی در خطوط ارتباطی ارائه 
ز فروش خود، این مدل تعدادي شرکت ضمن استقرار مراک

هاي  هزینه. پردازند به رقابت می یش منافع خودبراي افزا
هاي ارتباطی براي هر شرکت به  ازدحام در هر یک از مسیر

صورت تابعی خطی از مقدار کل جریان در آن مسیر 
یک روش  ،محققان براي حل مدل. شود محاسبه می

ابتکاري پیشنهاد و نتایج آن را با روش جستجوي تصادفی 
یک مدل ] 13[همکاران  جوزدانی و. مقایسه کردند

ریزي عدد صحیح آمیخته غیرخطی پویا براي  برنامه
یابی تسهیلات مرتبط با  ریزي زنجیره تأمین و مکان برنامه

نبود در این مدل، . اند هکردچرخه تولید لبنیات ارائه 
قطعیت در مقادیر تقاضا به صورت اعداد فازي مثلثی  

وقوع ازدحام  علاوه بر این، فرض. نمایش داده شده است
هاي کلیدي  هاي ارتباطی از جمله فرض ترافیکی در مسیر

 ابع هدف مدل ارائهت. شود در این تحقیق محسوب می
هاي  هاي استقرار تسهیلات، هزینه شده، مجموع هزینه 

هاي حمل شیر خام، شیر  ناشی از ازدحام ترافیکی و هزینه
  .دکن پردازش شده و محصولات لبنی را کمینه می

یابی  از موضوعات مهمی که در تحقیقات مکان یکی
تسهیلات پرازدحام، کمتر بدان پرداخته شده است، امکان 

دهی  انصراف مشتري، قبل یا بعد از ورود به سیستم خدمت
هاي صف دنیاي  اي که در بسیاري از سیستم است؛ مقوله

انصراف قبل از ورود که به دلیل . شود واقعی، مشاهده می
افتد،  اتفاق می ز آستانه تحمل مشتريازدحام بیش ا

همچنین در . رود ترین نوع انصراف به شمار می مهم
هاي صف دنیاي واقعی، مشتري پس از  بسیاري از سیستم

انصراف از ورود به یک تسهیل، ممکن است به امید 
تر بودن تسهیلات دیگر، به این تسهیلات مراجعه  خلوت

از ] 7[همکاران برمن و تحقیق انجام شده توسط . دکن
معدود مطالعاتی است که به موضوع انصراف مشتري 

مدل صف در نظر گرفته شده در این . پرداخته است
این به دلیل ساختار پیچیده . است M/M/1/Kاز نوع  ،مطالعه



  
 1393، فروردین ماه 1، شماره 48دوره , نشریه تخصصی مهندسی صنایع                                                                                        16   

  
 

، مدل ریاضی صریحی در این تحقیق ارائه نشده  مسئله
عنوان  به(ها  حل شکل ریاضی معیار ارزیابی راه فقطاست و 

ن امید ریاضی تقاضاي کردبه صورت حداکثر) تابع هدف
اساس معیار ارزیابی مربوطه،  بر. ه استشدشده، ارائه  جذب

پیشنهاد  مسئلهدو الگوریتم ابتکاري تقریبی براي حل 
هاي ارائه شده ساختار تکراري  الگوریتم. شده است

هاي بهبود  بدین معنی که در حلقه دارند؛ 14حریصانه
هاي استقرار تسهیلات تا جایی تغییر  شونده، مکانتکرار

به . حل وجود داشته باشد شوند که امکان بهبود راه داده می
شده، تضمینی   هاي ارائه ختار ابتکاري الگوریتمدلیل سا

  .حل نهایی وجود ندارد براي بهینگی راه
اي براي دو  یابی شبکه مکان مسئلهدر تحقیق حاضر، 

تسهیل پرازدحام در قالب یک مدل پوششی مورد بررسی 
به دلیل (، انصراف قبل از ورود مسئلهدر این . گیرد قرار می

به عنوان ) حوصلگی مشتري فضاي انتظار تسهیل یا کم
. گیرد یکی از منابع از دست دادن تقاضا مدنظر قرار می

ضاي هر مشتري از شود که تقا بدین منظور فرض می
شود و در  ترین تسهیل پوشش داده می طریق نزدیک

صورتی که مشتري در لحظه ورود با تعداد مشتریانی بیش 
، از ورود منصرف شده و به دشورو  هاز آستانه انتظار، روب

در صورتی که مشتري در . دکن باز دیگر مراجعه می تسهیل
د، از شو تسهیل دوم نیز با صف بیش از حد تحمل، مواجه

و در نتیجه، تقاضاي وي  شود میدریافت خدمت منصرف 
در . شود به عنوان تقاضاي از دست رفته محسوب می

 مسئلهدوتسهیلی حاضر به عنوان شکل خاصی از  مسئله
چندتسهیلی، هر تسهیل به عنوان پشتیبان براي تسهیل 

تصمیم در  گرفتننیازي به  کند، بنابراین دیگر عمل می
ب تسهیل پشتیبان براي هر تسهیل وجود مورد انتخا

باید   ،مسئلهاین در حالی است که در شکل اصلی . ندارد
براي هر یک از تسهیلات احداث شده، تسهیل پشتیبان 
نیز با در نظر گرفتن متغیرهاي تصمیم مناسب، مشخص 

در نظر گرفتن این مجموعه از متغیرهاي تصمیم، . دشو
اي که  به گونه ،دکن ده میرا بسیار پیچی مسئلهسازي  مدل

  .مدنظر قرار گیرد ،سازي لازم است شیوه دیگري براي مدل
ساختار مطالبی که در ادامه عنوان خواهند شد، بدین 

، تشریح و مسئله، شکل کلی بعديدر بخش : است ترتیب
به دست آوردن شکل  براي. شود مییک مدل ریاضی ارائه 

در  مسئله صریحی براي مدل ریاضی، مدل صف متناظر
بخش سوم، تحلیل و نتایج آن در بازنویسی مدل ریاضی 

در بخش چهارم، یک مثال . گیرد مورد استفاده قرار می
تشریح نحوه استفاده از مدل ریاضی و به  برايعددي 

، در نهایت. شود میحل بهینه، ارائه  دست آوردن راه
گیري و ارائه پیشنهادها در بخش آخر  نتیجه  بندي، جمع

  .شوند مقاله ارائه می
  

 و ارائه مدل ریاضی مسئلهبیان 
 مسئله، شود میاي که در این تحقیق بررسی  مسئله

اي براي دو تسهیل مستعد ازدحام یا  یابی شبکه مکان
ها و  اي از گره فرض شده است که شبکه. داراي صف است

مشتریان . هاي واصل بین آنها از قبل مشخص است کمان
هاي این شبکه  دمات در برخی از گرهمتقاضی دریافت خ

مستقر هستند و مقدار تقاضاي هر یک از آنها، یک متغیر 
، انتخاب دو تسهیل از بین مسئلههدف . تصادفی است

 قبل مشخص شدهاز است که هاي کاندیدا  مکان يتعداد
به نحوي که میزان تقاضاي از دست رفته به دلیل ؛ است

در هر یک . دشومینه انصراف مشتري از دریافت خدمات ک
دهی  هاي خدمت دهنده با زمان از دو تسهیل، یک خدمت

اساس قاعده مجاورت، فرض  بر. نمایی، مستقر است
ترین تسهیل مراجعه  شود که هر مشتري به نزدیک می
در صورتی که در لحظه رسیدن مشتري به . دکن می

تسهیل متناظر با تعداد نفراتی بیش از آستانه تحملش 
منصرف و به تسهیل دوم ود، از ورود به آن شمواجه 

در تسهیل دوم نیز در صورتی که مشتري . دکن مراجعه می
د، به طور کلی از دریافت شوبا ظرفیت کامل صف مواجه 

شود و در نتیجه، تقاضاي وي به عنوان  خدمت، منصرف می
  . شود تقاضاي از دست رفته، تلقی می

هاي بین دو مراجعه به هر یک از  از آنجایی که زمان
دهی در هر تسهیل،  هاي خدمت تسهیلات و همچنین زمان

متغیرهاي تصادفی هستند، لازم است براي محاسبه 
احتمال انصراف کلی هر یک از مشتریان، سیستم صف هر 

در این بخش، . دشودهنده مشخص و تحلیل  خدمت
انصراف کلی مشتریان  نخست با در نظر گرفتن احتمال

به صورت ) احتمال کامل بودن ظرفیت هر دو تسهیل باز(
و سپس در بخش  شود میارائه  مسئلهپارامتر، مدل ریاضی 

، احتمال مربوطه از طریق تحلیل معادلات تعادل بعدي
. شود میسیستم صف محاسبه و در مدل، جایگزین 

  :اند ه، مدنظر قرار گرفتمسئلهسازي  مفروضات زیر در مدل
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 ترین فاصله  هاي شبکه و در نتیجه، کوتاه مختصات گره
 .بین هر جفت گره  از قبل مشخص است

 اند هایی از شبکه مستقر شده مشتریان در گره. 
 هاي  فواصل زمانی بین تقاضاهاي متوالی هر یک از گره

متقاضی دریافت خدمات از یک توزیع نمایی با نرخ 
 .کند مشخص پیروي می

 دهی در هر یک از دو تسهیل باز از  دمتهاي خ زمان
 .کنند هاي یکسان، پیروي می هاي نمایی با نرخ توزیع

  ظرفیت تسهیلات باز که معرف آستانه تحمل مشتریان
 .است، از قبل مشخص است

 ها در حالت  دهی از نوع نوبتی است و صف نظام خدمت
  .شوند بررسی می 15پایدار

 :ضی به شرح زیر استنمادگذاري به کار رفته در مدل ریا
  

 ها اندیس  مجموعه
I  :مشتریان   مجموعه)i اندیس مشتریان(  
J  :هاي بالقوه احداث تسهیل  سایت  مجموعه)j  وr 

  )هاي کاندیدا اندیس سایت
L  :تسهیلات  مجموعه )l  وk اندیس تسهیل( 

  

  پارامترها
C  : تعداد مشتریان  
S  :هاي کاندیدا  سایت تعداد 
K  : آستانه تحمل مشتریان(ظرفیت تسهیلات باز( 

id  : براي مشتري ) تعداد در واحد زمان(نرخ تقاضاi   
  :دهی در هر یک از تسهیلات  نرخ خدمت  

 ijt : بین گره  ترین فاصله کوتاهi  و گرهj  
1M  2وM :اعداد بزرگ مثبت  

Q  :هاي سیستم صف ماتریس نرخ انتقال براي وضعیت 

  
 متغیرهاي تصمیم

 jly  : اگر سایت بالقوهj  به منظور استقرار تسهیلl ام
  .است 0و در غیر این صورت برابر  1برابر  ،فعال شود

ijlx  :اگر مشتريi  تسهیلبهlم که در سایتا j  مستقر
 0صورت برابر  و در غیر این 1برابر  ،است، تخصیص یابد

 .است

l  : نرخ تقاضاي ورودي به تسهیل مجموعl.  
Π  :بردار احتمالات حدي براي سیستم صف.  

: ,n m  احتمال حدي حضورn  نفر در تسهیل اول وm 
  .نفر در تسهیل دوم

با در نظر گرفتن نمادگذاري معرفی شده، مدل ریاضی 
 :شود میارائه  این ترتیببه  مسئلهمتناظر با 
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در صورتی که مشتري هنگام مراجعه، با ظرفیت کامل 
هر دو تسهیل مواجه شود، امکان پوشش تقاضاي وي 

با این اوصاف، درصد اوقاتی که تقاضاي . ندارد وجود
برابر با درصد اوقاتی است که هر  ،رود مشتریان از دست می

امکان  به عبارتی،(به طور کامل پر هستند دو تسهیل 
به  مسئلهبنابراین تابع هدف ). پذیرش مشتریان را ندارند

شدن هر دو  هاي بلوکه کردن درصد زمان صورت کمینه
K,تسهیل یعنی K  رابطه . تعریف شده است) 1(در رابطه

مجموع تقاضاي مربوط به هر یک از تسهیلات را ) 2(
کند که هر  تضمین می) 3(محدودیت . دکن محاسبه می

محدودیت . مشتري به یک تسهیل، تخصیص داده شود
دهد که در هر سایت کاندیدا، حداکثر یک  نشان می) 4(

کند که  تضمین می) 5(محدودیت . شود میتسهیل مستقر 
. دشوهاي کاندیدا مستقر  هر تسهیل فقط در یکی از سایت

به  فقطکند که مشتریان  تضمین می) 6(محدودیت 
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 1Mدر این محدودیت، . تسهیلات باز تخصیص یابند
دهنده یک عدد مثبت بزرگ است و حداقل باید برابر  نشان

) 7(محدودیت . با تعداد کل نقاط تقاضا در نظر گرفته شود
بدین معنی که هر  ،کند قاعده مجاورت را تضمین می

نیز  2M. یابد ترین تسهیل، تخصیص می مشتري به نزدیک
د برابر با یک عدد مثبت بزرگ است و حداقل بای

ترین عدد موجود در ماتریس فاصله در نظر گرفته  بزرگ
مجموعه معادلات تعادل ) 9(و ) 8(هاي  محدودیت. شود

لازم به ذکر است . دهند مرتبط با سیستم صف را نشان می
شکل کلی معادلات تعادل براي یک فقط ) 8(که رابطه 

زنجیره مارکوف پیوسته است و لازم است پس از تحلیل 
اي از معادلات صریح،  ستم صف به صورت مجموعهسی

  دامنه) 12(تا ) 10(هاي  محدودیت. دشوبازنویسی 
  .دهند متغیرهاي مربوط به مدل ارائه شده را نشان می

  

  تحلیل سیستم صف
شده در بخش قبل، شکل صریحی   مدل ریاضی ارائه

بدین معنی که براي به دست آوردن مقدار تابع  .ندارد
لازم است نخست دستگاه ) احتمال انصراف مشتري(هدف 

. حل شود)) 9(و ) 8(روابط (معادلات تعادل سیستم صف 
براي دستیابی به شکلی صریح براي تابع هدف، لازم است 
سیستم صف مربوطه، تحلیل و دستگاه معادلات تعادل آن، 

م در تحلیل یک سیستم صف، ارائه نخستین گا. دشوحل 
واضح است که . هاي آن است تعریفی مناسب براي وضعیت

مستقل  طور کاملدهنده موجود در شبکه به  دو خدمت
کنند و بخشی از مشتریان هر یک از این دو  عمل نمی

تکمیل (تسهیل به دلیل وجود ازدحام بیش از حد انتظار 
دهنده  خدمتدهنده متناظرشان، به  در خدمت) ظرفیت

با این اوصاف، ورودي هر یک از . دکنن دیگر، مراجعه می
 ،اند علاوه بر مشتریانی که به آن تخصیص یافته ،تسهیلات

شامل بخشی از مشتریان تسهیل دیگر که موفق به دریافت 
بنابراین، فرآیند ورود به هر . هستاند نیز  خدمت نشده

به هاي صف مربوط  تسهیل، پواسان نیست و سیستم
هاي مستقل  توان به صورت سیستم تسهیلات باز را نمی

M/M/1/K نبود (وجود چنین مشکلی . در نظر گرفت
شود نتوان از تعریف  باعث می) دهندگان استقلال خدمت

در . کردهاي صف متعارف استفاده  وضعیت و نتایج سیستم
نظر گرفتن همزمان تعداد مشتریان حاضر در دو تسهیل 

عنوان وضعیت سیستم صف، چنین به  ،دهنده خدمت

بدین ترتیب، وضعیت سیستم صف . دکن مشکلی را حل می
به صورت  ,n m  شود که در آن،  تعریف میn  تعداد

تعداد مشتریان  mمشتریان موجود در تسهیل اول و 
 ،این نوع تعریف. دهد موجود در تسهیل دوم را نشان می

هاي صف  وضعیت مشابه تعریف وضعیت براي سیستم
تحقیقاتی که به بررسی چنین . است 16مکعبی فوق

اند، به دشواري تحلیل این  هاي صفی پرداخته سیستم
اولین کسی ] 1[لارسون . اند هکرداذعان  ،هاي صف سیستم

 مسئلهمکعبی در تحلیل  هاي صف فوق ز سیستماست که ا
در این . یابی تسهیلات اورژانسی استفاده کرده است مکان

، فرض همکاري تسهیلات در ارائه خدمات در نظر مسئله
بدین معنی که در صورتی که تسهیلی  ،گرفته شده است

د، سایر شوگویی نیاز یکی از مشتریان خود ن قادر به پاسخ
د به عنوان پشتیبان، این نیاز را جوابگو توانن تسهیلات می

محقق براي هر یک از تسهیلات، دو وضعیت صفر و . باشند
یک را که معرف مشغول یا بیکار بودن تسهیل است، در 

چنین . نظر گرفته و به ارائه معادلات تعادل پرداخته است
یابی تسهیلات اورژانسی  تعریف وضعیتی براي مسائل مکان

شود،  تسهیل پشتیبان در نظر گرفته میکه در آنها فرض 
توان از ماریانوف و رول  به طور مثال می ؛متداول است

  .نام برد] 15[و آتکینسون ] 14[
تعریف وضعیتی که در تحقیق حاضر استفاده شده 

اي از تعریف وضعیت  یافته توان حالت تعمیم است را می
 .مکعبی در نظر گرفت هاي صف فوق مربوط به سیستم

دهنده  از تسهیلات خدمتبدین صورت که وضعیت هر یک 
به صورت  ،)صفر یا یک(کار یا مشغول بودن به جاي بی

از . شود تعداد مشتریان موجود در آنها در نظر گرفته می
آنجایی که وضعیت هر تسهیل به صورت تعداد نفرات 
موجود در آن تعریف شده است و ظرفیت هر یک از 

هاي سیستم نفر است، تعداد کل وضعیت Kتسهیلات نیز 
 2 1K  معادلات تعادل مربوط به . خواهد بود

) 21(تا ) 13(هاي این سیستم صف به شرح روابط  وضعیت
   :هستند
  

)13(      1 2 0,0 1,0 0,1         

)14(  
 

1 2 ,0 1 1,0

1,0 ,1 ; 0
n n

n n n K
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)15(   
 

1 2 0, 2 0, 1

1, 0, 1 ; 0
m m

m m m K

     

  




  

      

)16(    1 2 ,0 1 1,0 ,1K K K          

)17(    1 2 0, 2 0, 1 1,K K K           

)18( 
   

 
1 2 , 1 1, 2 , 1

1, , 1

2

; 0 ,
n m n m n m

n m n m n m K

       

  
 

 

   

   
 

)19(     1 2 , 1 2 1,

2 , 1 1,

2 ( )
; 0

n K n K

n K n K n K
      

  


 

   

   
 

)20(    1 2 , 1 2 , 1

1 1, , 1

2 ( )
; 0

K m K m

K m K m m K
      

 


 

   

   
 

)21(     , 1 2 1, , 12    K K K K K K         
  

ارز شکل ماتریسی  معادلات، همدر حقیقت این 
. اند نشان داده شده) 8(معادلات تعادل است که در رابطه 

و نرخ ) K(با مشخص بودن ظرفیت تسهیلات 
توان با پارامتریک در  ، می)(دهی در هر تسهیل  خدمت

، )2و  1(ت هاي ورود هر یک از تسهیلا نظر گرفتن نرخ
به دست  بالااحتمالات حدي را از حل دستگاه معادلات 

هاي ورود به دو  از سویی، از آنجایی که مجموع نرخ. آورد
i(تسهیل برابر با کل نرخ تقاضاي مشتریان   (

 1حسب  بر فقطتوان احتمالات حدي را  ، میاست

بدین ترتیب، تابع هدف مدل ریاضی ارائه . کردمحاسبه 
K.(شده در بخش قبل  K ( به صورت تابعی از متغیر

بازنویسی شده و مجموعه معادلات تعادل  1تصمیم 
حذف  مسئلههاي  از مجموعه محدودیت)) 9(و ) 8(روابط (

با انجام این مراحل، مدل ریاضی در شکلی صریح . شوند می
ساز  افزارهاي بهینه توان از نرم به دست خواهد آمد و می

  .کرداستفاده  براي حل آن
  

  مثال عددي
شده براي یک مثال عددي،   مدل ارائه ،در این قسمت

 10شده شامل   مثال عددي ارائه. شود میحل و بررسی 
نقطه تقاضا است و هر نقطه تقاضا به عنوان یک مکان 
. کاندیدا براي احداث دو تسهیل در نظر گرفته شده است

محدودیت فضا براي هر یک از تسهیلات، سه نفر در نظر 
هاي  هماتریس فواصل بین جفت گر. گرفته شده است

هاي تقاضاي مربوط به هر گره  شبکه و همچنین نرخ
نرخ . اند نشان داده شده) 1(در جدول ) مشتري(

دهی براي هر یک از دو تسهیل برابر با یک خدمت  خدمت
مجموع کل . در واحد زمان در نظر گرفته شده است

قابل ) 1(تقاضاي مشتریان نیز که از آخرین سطر جدول 
  .یک تقاضا در واحد زمان است محاسبه است، برابر با

  
  

  هاي وقوع تقاضا اي و نرخ ماتریس فاصله :1 جدول
10 9  8  7  6  5  4  3  2  1   

77  74  103  84  12  83  13  34  26  0  1 
79  49  77  86  14  85  38  36  0  26  2 
43  44  73  50  32  49  43  0  36  34  3 
82  86  115  93  24  92  0  43  38  13  4 
16  57  60  20  82  0  92  49  85  83  5 
76  62  91  82  0  82  24  32  14  12  6 
36  38  40  0  82  20  93  50  86  84  7 
76  29  0  40  91  60  115  73  77  103  8 

74  0  29  38  62  57  86  44  49  74  9 

0  74  76  36  76  16  82  43  79  77  10 

0.08  0.19  0.18  0.19  0.04  0.06  0.06  0.07  0.05  0.08  d 
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با توجه به آنچه در بخش قبل گفته شد، تعداد کل 
 16 بنابراین. استوضعیت  16هاي سیستم،  وضعیت

اساس روابط  ها بر معادله تعادل نیز متناظر با این وضعیت
از آنجایی که این معادلات . آیند به دست می) 21(تا ) 13(

، دستگاه معادلات تعادل مربوط به دارندوابستگی خطی 
سیستم صف از جایگزین کردن یکی از معادلات با رابطه 

به دست )) 9(رابطه (مربوط به مجموع احتمالات حدي 
1هاي  با انجام جایگزینی. خواهد آمد   1و 21   

مقادیر توان  در دستگاه معادلات به دست آمده، می
پس از حل . به دست آورد 1احتمالات حدي را بر حسب 

پارامتریک این دستگاه معادلات، مقدار تابع هدف به 
 :آید صورت زیر به دست می

)22( ,K K
A
B

   

هایی به شکل زیر  اي چندجمله Bو  Aکه در آن 
  :هستند

)23( 
6 5 4 3 2

1 1 1 1 1

1

24 72 54 12 3518
3536 2197

A     


   
 


 

)24( 
6 5 4 3

1 1 1 1

2
1 1

360 1080 674 452
84356 84762 102212

B    

 

  





 
 

توان  بع هدف، میبا در اختیار داشتن شکل صریح تا
به ) 22(شده را با در نظر گرفتن رابطه   مدل ریاضی ارائه

و ) 10(و ) 7(تا ) 2(هاي  عنوان تابع هدف و محدودیت
کننده  شده توسط حلمدل ایجاد. کردبازنویسی ) 11(

COUENNE ساز افزار بهینه از نرمGAMS  حل شده است .
حل بهینه،  نتایج حل، حاکی از آن است که در راه

 5و  3هاي کاندیداي  به ترتیب در مکان 2و  1تسهیلات 
 6، 4، 3، 2، 1{مستقر شده و به ترتیب مجموعه مشتریان 

و  49/0را با مجموع تقاضاهاي } 10و  8، 7، 5{و } 9و 
مقدار بهینه به دست آمده براي . دهند پوشش می 51/0

  .است 016/0تابع هدف نیز 
Kبا توجه به اینکه پارامترهاي و ) ظرفیت تسهیلات(  

 )ترین  از اصلی) دهی در هر تسهیل نرخ خدمت
پارامترهاي مؤثر بر درصد تقاضاي از دست رفته هستند، 

قسمت به تحلیل حساسیت و بررسی تأثیر این دو  در این
 ،براي این منظور. پردازیم پارامتر بر نتایج حل مدل می

مختلف،  و  Kبا در نظر گرفتن مقادیر  ،مثال یاد شده
مقادیر مربوط به ) 3(و ) 2(جداول . شود حل می

و نتایج حل مثال عددي را نمایش  پارامترهاي یاد شده

نتایج حل حاکی از آن است که با افزایش ظرفیت . دهد می
، درصد تقاضاي از )آستانه تحمل مشتریان(تسهیلات 

افزایش نرخ  ،علاوه بر این. یابد دست رفته کاهش می
دهی در تسهیلات نیز به کاهش درصد تقاضاي از  خدمت

 .کند دست رفته کمک می
 

  یج تحلیل حساسیت روي ظرفیت تسهیلاتنتا: 2جدول 

K  تابع هدف شماره تسهیلات 
1  2 , 7  0.200  
2 1 , 10 0.055 
3 3 , 5 0.016 
4 2 , 10 0.005 
5 2 , 10 0.001 

 
 دهی نتایج تحلیل حساسیت بر روي نرخ دمت: 3جدول 

  هدفتابع  شماره تسهیلات 
0.8 2 , 10 0.041 
0.9 3 , 5 0.025 
1 3 , 5 0.016 

1.1 2 , 10 0.011 
1.2 2 , 10 0.007 

  
  بندي و ارائه پیشنهادها جمع

 ،دهنگان ثابت یابی تسهیلات پرازدحام با خدمت مکان
یابی به شمار  هاي مکان یکی از پرکاربردترین انواع مدل

ن بسیاري از محققادو دهه اخیر توجه رود که در طی  می
در این مقاله به . این حوزه را به خود جلب کرده است

اي براي دو تسهیل مستعد ازدحام  یابی شبکه مکان مسئله
در . حوصلگی مشتریان پرداخته شد با در نظر گرفتن بی

ترین  که هر مشتري به نزدیک شدچنین فرض  مسئلهاین 
ظه در صورتی که در لح. دکن تسهیل باز مراجعه می

رسیدن مشتري به تسهیل متناظر با تعداد نفراتی بیش از 
، از ورود منصرف شده و به شودآستانه تحمل خود مواجه 

در تسهیل دوم نیز در صورتی . دکن تسهیل دوم مراجعه می
که مشتري با ظرفیت کامل صف تسهیل مواجه شود، به 
طور کلی از دریافت خدمت، منصرف و تقاضاي وي به 

با  مسئلهاین . شود اي از دست رفته تلقی میعنوان تقاض
کردن مجموع تقاضاهاي از دست رفته در  هدف کمینه

 ،قالب یک مدل ریاضی عدد صحیح آمیخته غیرخطی
، حالت مسئلهتحلیل سیستم صف  براي. دشسازي  مدل

صف   هاي اي از تعریف وضعیت در سیستم یافته تعمیم
ت تعادل مکعبی، معرفی شده و شکل کلی معادلا فوق

در تعریف وضعیت جدید، . سیستم صف به دست آمدند
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دهنده به جاي بیکار یا  وضعیت هر یک از تسهیلات خدمت
مکعبی  هاي فوق که در سیستم) صفر یا یک(مشغول بودن 

متداول است، به صورت تعداد مشتریان موجود در آنها 
از ترکیب نتایج به دست آمده از تحلیل . دشتعریف 

ر مدل ریاضی اولیه، شکل صریحی از یک سیستم صف د
. دشمدل ریاضی عدد صحیح آمیخته غیرخطی، معرفی 

تشریح نحوه استفاده از مدل ریاضی معرفی شده، یک  براي
حل  GAMSساز  افزار بهینه مثال عددي، معرفی و توسط نرم

شوند،  هاي پژوهشی که در ادامه معرفی می حوزه. دش
 بعديی جذابی براي مطالعات هاي تحقیقات توانند زمینه می

  :باشند
با افزایش تعداد تسهیلات، تعداد معـادلات بـه صـورت         

نمایی افزایش یافته و از این رو حـل پارامتریـک معـادلات    
اســتخراج احتمــالات حــدي، دشــوار و گــاه   بــرايتعــادل 

تـر   هـایی جـامع   ارائه مدل ،به این دلیل. شود میغیرممکن 

توانـد در   استقرار بهینه تعداد بیشتري از تسهیلات می براي
در ایـن مقالـه شـکل     .بعدي مـدنظر قـرار گیـرد    تحقیقات

انصـراف قبـل از ورود بـه    (حوصلگی مشتریان  خاصی از بی
مــورد ) دلیـل مشــاهده جمعیتــی بــیش از آســتانه تحمــل 

هـاي دنیـاي    در بسـیاري از سیسـتم  . مطالعـه قـرار گرفـت   
توجه بـه تعـداد نفـرات موجـود در هـر      واقعی، مشتریان با 

در . دکنن گیري می تسهیل در مورد ورود یا انصراف، تصمیم
واقع با افزایش تعـداد نفـرات منتظـر در تسـهیل، احتمـال      

از سـویی،  . یابـد  ورود فرد جدید به آن تسهیل کـاهش مـی  
افرادي که در صف منتظر هستند، ممکن است قبل از آنکه 

افت خدمت منصرف شده و سیسـتم  نوبت آنها برسد، از دری
ــرك ــد را ت ــد از ورود( کنن ــراف بع ــرفتن ). انص ــر گ در نظ

هاي دیگر انصـراف مشـتریان و حـالات ترکیبـی ایـن       گونه
تواند زمینـه تحقیقـاتی مناسـبی بـراي ادامـه       ها، می دسته
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