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  چکیده     
 گذاري کالاهاي مکمل با و بدون فرض فسادپذیري کالاها  توسـعه داده شـده  در این تحقیق، دو مدل براي تصمیمات موجودي و قیمت      

 ،هـدف از ایـن تحقیـق   . به قیمت خود کالا و قیمت کالاي دیگر وابسـته اسـت   ،که تابع تقاضاي هر کالااست در هر دو مدل فرض شده . است
با استفاده . دهی و طول دوره تعیین شودکه مقادیر بهینه قیمت هر کالا، مقدار سفارش طوريه ب ؛سازي سود کل سیستم یکپارچه استبیشینه

سپس آنالیز . شود ارائه شده دو مثال عددي ارائه میهاي  بات و براي نشان دادن کاربرد مدلاث ،قعر بودن مشروط هر دو تابع سوداز دو قضیه م
  .گیرد انجام میحساسیت نیز روي پارامتر درجه مکملی براي هر دو مدل 

       

  فسادپذیري ،کالاهاي مکمل اقتصادي، وجودي، مقدار سفارشم گذاري،قیمت :هاي کلیدي واژه 
  

مقدمه
ي به عنوان یکی از ابزار مهم گذارکه قیمت یاز آنجای     

تعدادي از  ،سازي سود شناخته شده استبیشینه
هاي هاي خود را روي تصمیمهمقال ،نویسندگان

کالایی یا چندکالایی در سیستم موجودي گذاري تک قیمت
اما تعداد کمی . اندیکپارچه به چاپ رساندهگذاري و قیمت

. انداز آنها در این زمینه به بررسی کالاهاي مکمل پرداخته
کالاهاي مکمل، کالاهایی هستند که مصرف یکی وابسته 
به مصرف دیگري است که توپ تنیس و راکت، چاي و 

هایی از این  شکر یا قند و برخی از قطعات کامپیوتري مثال
 اغلبکننده در مورد این کالاها، مصرف. تندنوع کالاها هس

که میزان  یاز آنجای. کندطور همزمان مصرف میه آنها را ب
هر چقدر  ،وابستگی کالاها به یکدیگر با هم متفاوت است

احتمال اینکه  ،بیشتر باشد ،این میزان وابستگی
و مصرف کند، بیشتر کننده آنها را با هم خریداري  مصرف

یرپذیري تقاضاي آنها از یکدیگر نیز ثهمچنین تأ. است
 . بیشتر خواهد بود

وي و ، ]1[ سون بعضی از نویسندگان از جمله 
نظر از اینکه آیا سیاست صرف نیز  ]2[همکاران 

 گذاري در عرصه مدیریت سهام یا مدیریت زنجیره قیمت
ه مین کاربرد دارد، آن را در عملیات روزانه صنایع براي بتأ

و کنترل تولید و توزیع محصولات و  دست آوردن تقاضا
 ،کالا مکمل هستند وقتی دو .کار بردنده سطح سرویس ب

اجه است و خریدار آنها مو 1فروشنده با پدیده تقاطع فروش

بنابراین تعیین مقادیر بهینه . کندمی را با هم خریداري
تواند به طور میT مقدار سفارش و قیمت فروش از هر کالا
ژانگ و همکاران . قابل توجهی سطح سود را افزایش دهد

نظر گرفتند را در  یک سیستم موجودي دو محصولی، ]3[
فروش، تقاضاي یک محصول  تقاطع که به دلیل پدیده

آنها فرض . فرعی به تقاضاي محصول اصلی وابسته است
 2افت جزئیتواند کمبود پسکردند محصول اصلی می

ولی تقاضاي محصول فرعی بدون کمبود است  ،باشدداشته 
 دورهمضرب صحیحی از  ،سفارش محصول اصلی دورهو 

یک  ]4[آنها همچنین . سفارش محصول فرعی است
نظر گرفتند و نشان  سیستم موجودي چندکالایی را در
ممکن است  فروش، دادند که به دلیل پدیده تقاطع

محصول اصلی تقاضاها براي محصولات فرعی توسط فروش 
افزایش پیدا کند و یا با تقاضاهاي برآورده نشده محصول 

پس باید یک سیاست موجودي . کاهش یابد ،اصلی
نظر گرفتن همبستگی محصولات دنبال  مشترك با در

افت با کمبود پس 3آنها یک مدل بازپرسازي همزمان. شود
 ،ی و تقاضاي همبسته توسعه دادند و براي حل مدلجزی

ارائه  تم ابتکاري با بازپرسازي محصولات فرعییک الگوری
، یک بازار انحصار ]5[ماخوپادهاي و همکاران  .کردند

نظر گرفتند که در آن دو شرکت مختلف  دوگانه را در
شرکت اطلاعات  هر. کنندکالاهاي مکمل را پیشنهاد می

تقاضاي نامعلوم بازار دارد  بینی شده خصوصی دربارهپیش
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که آیا آن را به شرکت دیگر  گیردو تصمیم می
  .خیر کند یارسانی اطلاع

مدل مقدار سفارش اقتصادي  ،برخی از نویسندگان 
، ]6[ آباد. را براي کالاهاي فسادپذیر توسعه دادند

گذاري بهینه را در یک هاي میزان تولید و قیمت سیاست
مدل مقدار سفارش اقتصادي براي کالاهاي فسادپذیر با 

 ، کالاهاي مکمل را]7[گورتلر  .توسعه دادی جزی افتپس
کننده تصمیم  وقتی مصرف فرض کرد نظر گرفت و در
خریداري کند و تقاضایش براي  کالاي اصلی را گیرد می

ها  این حالت براي شرکت باشد، در کالاي مکمل ناچیز
لی . را نگهداري کنند مطلوب است که کالاهاي مکمل خود

ظر گرفت که توسط دو ن ، کالاهاي مکملی را در]8[
 4گریزيریسک ثیراو تأ. شوندتولیدکننده جداگانه تولید می

نیز  ]9[بیلوتکاچ . روي تولید بررسی کرد را هاتولیدکننده
گذاري و انتخاب کیفیت را براي کالاهاي له قیمتمسئ

، ]10[بعد از او لیراس و همکاران . مکمل مطالعه کرد
فرض کردند که هر  نظر گرفته و در کالاهاي مکمل را

تواند با پرداخت یک هزینه اضافی به بازار شرکت می
آنها رقابت بین دو شرکت را مدل کرده . دیگري وارد شود

تواند رقابتی باشد و چنین نشان دادند که هماهنگی می و
همکاران  وي و. تواند در تعادل رخ دهدهماهنگی نیز می

یک  تولیدکننده ومین را با دو تأ ، یک زنجیره]11[
نظر گرفتند و پنج مدل  کالاي مکمل در فروش و دو خرده
  .گذاري با تصمیمات نامتمرکز را کشف کردندقیمت

، یک مدل موجودي و ]12[شوندي و همکاران    
ارائه  گذاري چندکالایی براي کالاهاي فسادپذیرقیمت

دادند که در آن کالاها ممکن است جانشین، مکمل و یا 
گیري روي تصمیم ،هدف مدل. از هم باشندمستقل 

 سفارشها و نیز تصمیمات موجودي و تولید در  قیمت
مدل این تحقیق، یک . سازي سود کل استبراي بیشینه
ریزي غیرخطی است که یک الگوریتم ژنتیک مدل برنامه

مدل همچنین آنها . براي حل آن توسعه داده شده است
گرفتن  نظر در با را ]13[گذاري و میزان تولید آباد قیمت

 کالاهاي چندگانه توسعه داده و یک مدل موجودي و
 گذاري چندکالایی جدید براي کالاهاي فسادپذیرقیمت

ارائه دادند که کالاها ممکن است مکمل، جانشین و یا 
 و قیمت کالاها سازيبهینه هدف آنها. هم باشند مستقل از

. کل بیشینه شود به نحوي که سود ،است تولید مقدار
، تولید بهینه را براي یک سیستم ]14[مایتی و مایتی 

شدنی با محدودیت منبع فاسد کنترل موجودي چندکالایی
در این . براي کالاهاي مکمل یا جانشین توسعه دادند

. تحقیق نرخ تولید و سقف موجودي متغیر تصمیم هستند
قاضا همچنین نرخ فسادپذیري هر کالا وابسته یا ثابت و ت

وابسته به موجودي است و کمبود در موجودي مجاز 
  .نیست

در این مقاله، دو مدل براي تصمیمات موجودي و 
گذاري دو کالاي مکمل با و بدون فرض فسادپذیري قیمت

در یک مدل مقدار سفارش اقتصادي توسعه داده شده 
دهی شده یر سازمانچارچوب مقاله به صورت ز. است
سازي ریاضی در  و مدل 2بخش  له درتعریف مسئ. است

مثال عددي و در  4در بخش . آورده شده است 3بخش 
  .شود گیري ارائه مینتیجه  5بخش 

  

  لهتعریف مسئ
فروش دو نظر بگیرید که در آن خرده بازاري را در

مانند توپ و راکت تنیس، برخی از قطعات (کالاي مکمل 
  .کندمیرا به خریداران عرضه ) کامپیوتري،   چاي و قند

بندي از مقالاتی که در این یک دسته) 1(در جدول 
  . بخش مورد بررسی قرار گرفته، ارائه شده است

کند که بینی میدر مورد دو کالاي مکمل بازار پیش
وقتی تقاضاي یک کالا افزایش یابد، تقاضا براي کالاي 

نین تقاضا براي همچ. عکس یابد و برمکمل نیز افزایش می
ثر از قیمت خود کالا و قیمت کالاي متأ ،کملهر کالاي م
که اگر قیمت یکی از آنها افزایش  طوريه ب ،دیگر است

به  .کسبر عیابد و تقاضاي کالاي مکمل کاهش می ،یابد
 0درجه مکملی دو کالا که براي آن مقداري بین  طور حتم

اي روي قیمت و نظر گرفته شده است، اثر عمده در 1و 
در هر دو مدل، هدف . واهد داشتکالاها خمیزان تقاضاي 

هاي فروش، مقدار بهینه تعیین مقادیر بهینه قیمت ،لهمسئ
 طوريه ب ،سفارش از هر کالا و طول دوره موجودي است

کنیم که مدت ما فرض می. که تابع سود بیشینه شود
تحویل کالا صفر است و کمبود در موجودي مجاز نیست 

با افزودن فرض فسادپذیري سپس ). را ببینید) 1(شکل (
سیاست  باکالاها، سطح موجودي دو کالا بدون کمبود 

 همان. خواهد بود) 2(مقدار سفارش اقتصادي مانند شکل 
با گذشت زمان به  ،شودطور که در این شکل دیده می

فاسد شدن کالاها، سطح موجودي نسبت به زمانی  دلیل
  .تر استکه کالاها فسادناپذیر هستند، پایین
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  بندي مقالاتطبقه :1جدول 

نوع   نوع مدل  متغیر تصمیم
  کالاها

ي رابطه
  کالاها

  مقاله شماره

  سایر
طول

کل
سی

رش  
سفا

قدار
م

  
مت

قی
  

غیر
طعی

ق
  

طعی
ق

ذیر  
دناپ

فسا
ذیر  

سادپ
ف

شین  
جان

مل  
مک

  

*  *  *      *  *      *  [3]  

*  *     *    *       [4]  

     *  *   *     *  [5] 

     *          *  [7] 

*          *     *  [8] 

     *          *  [9] 

*          *     *  [10] 

     *     *     *  [11] 

     *  *     * *  *  [12] 

*       *     * *  *  [14] 

 *  *  *   *  *  *   *  
شکاف 
 تحقیقاتی

  

سازي مسئله در دست، پارامترها و  براي مدل
1,2iمتغیرهاي تصمیم  به کاربرده شده به ازاي   

 : عبارتند از
  

  متغیرهاي تصمیم
T   سفارش  دورهطول  

ip   قیمت فروش کالايi ام  
iQ  از کالاي  سفارش مقدارiام  

  پارامترها
iA   کالاي  دهیسفارشهزینه ثابتiام  

a   میزان تقاضا به ازاي قیمت صفر(مبناي تقاضا(  
b  حساسیت قیمتی  

ih   هزینه نگهداري از کالايiام در واحد زمان  
ic   هزینه خرید کالايiام  
'
ic  هزینه هر واحد کالاي فاسد شده از نوعi ام  

g نرخ فسادپذیري هر دو کالا  
 0)درجه مکملی بین دو کالا 1)   

  
  
  

  
  
 

 

 

  

  

  

 
  
 
  

سیاست مقدار  باسطح موجودي دو  کالا بدون کمبود : 1شکل 
  سفارش اقتصادي

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
  

بدون کمبود با فرض فسادپذیر   سطح موجودي دو کالا :2شکل 
  بودن کالاها

2 2 2I Q D T 

1 1 1I Q DT 

 

T

 

2 2(0)Q I 

T

 

1 1(0)Q I
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 سازي ریاضی مدل
  بدون فرض فسادپذیري

که مکمل  2و  1توابع تقاضاي براي دو کالاي 
  : ]15[شود  میبه صورت زیر در نظر گرفته  ،هستند

)1(  1 1 2 1 2( , )D p p a bp b p   
)2(  2 1 2 2 1( , )D p p a bp b p   

  
b,کنیم که همه پارامترهاي ما فرض می aو 

فروش تمایل دارد از آنجایی که خرده. نامنفی هستند
دهی از هر هاي فروش و میزان سفارشمقادیر بهینه قیمت

مقدار سفارش اقتصادي کالا را تعیین کند، مدل موجودي 
که تابع سود مدل  از آنجایی. بریمکار میه کلاسیک را ب

  :به صورت زیر است ،مقدار سفارش اقتصادي تک کالایی
( )

( , ) ( ) ( )
2

A hTD p
T p p c D p

T
    

 
 
 

  

له تابع سود به صورت زیر خواهد بنابراین براي این مسئ 
  :بود
  
  
  
)3(  

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

1 2 1 1 1 2 2 2 1 2

( , , )

      ( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( , )
     ( )

2

C T p p

p c D p p p c D p p

A A h D p p h D p p
T

T

 

  

 
 
 
 
 

  

   :بریمکار میه این تابع قضیه زیر را بسازي براي بهینه
1.1قضیه 2( , , )C T p p  مقعر است اگر

1 1 2 2 2 1
1 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( )

2 4 2( )

Th p p Th p pTb
A A

p p p p

 



 
 

  

 
 
 

.  

  
1 .برهان 2( , , )C T p p مقعر است اگر اکیدا

   1 2 1 2 0
TTX H X T p p H T p p     

.  
  :که در آن

2 2 2

2
1 1

2 2 2

2
1 1 1 2

2 2 2

2
2 2 1 2

C C C

C C C

C C C

T T p T p

H
p T p p p

p T p p p

  

  

  

  
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  


    

  
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 
 
 
 
 
 
 
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3
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2( ) ( ) ( )
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2 2
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2

A A b h h b h h
T

b h h
b b

b h h
b b

 







 








  

 

 
 
 
 
 
 
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:بنابراین داریم
  

  
 
  
)5(  

1 2
1 1 2

2 2
2 2 1 1 2 1 2

2( )
  ( )

  ( ) 4 2 ( )

TX H X

A A
Tbh p p

T

Tbh p p b p p b p p


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



  


 
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:پس باید نشان دهیم که
  

  
  
)6(  

1 2
1 1 2

2 2
2 2 1 1 2 1 2

2( )
( )

  ( ) 4 2 ( ) 0

T A A
X H X Tbh p p

T

Tbh p p b p p b p p



 






    

    

  

:سرانجام تابع سود مقعر است اگر و فقط اگر
  

)7(  
1 1 2 2 2 1

1 2 2 2
1 2 1 2

( ( ) ( ))

2 4 2( )

T h p p h p pTb
A A

p p p p

 



 
 

  

 
 
 

  

  .شودثابت می 1بنابراین قضیه
مشتق مرتبه ) 3(ابتدا از معادله  ،حال براي حل مدل

1 گرفته و با جایگزین کردن Tاول نسبت به 1 2( , )D p p و
2 1 2( , )D p p به رابطه زیر ) 2(و )  1( هاياز معادله

  :رسیم می
 
 
)8(  

1 2 1 2 1 1 2
2

2 2 1

( , , ) ( )

2
( )

         
2

C T p p A A h bp a b p
T T

h bp a b p

 



   
 



 


  

 2pو  1pنسبت به ) 3(از طرفی مشتق مرتبه اول معادله 
  :شودبه ترتیب به صورت زیر می

 
  
)9(  

1 2 1 2
1

1

1 2 2

( , , ) ( )
2

2

                         2

C T p p Tb h h
a bp

p

bc b p b c

 

 



 


  





  

 
  
)10(  

1 2 2 1
2

2

2 1 1

( , , ) ( )
2

2

                         2

C T p p Tb h h
a bp

p

bc b p b c

 

 



 


  





  

را مساوي صفر قرار دهیم ) 10(و ) 9(اگر دو معادله 
ه مقادیر بهینه زیر ب 2pو  1pو با هم حل کنیم، براي 

  :آیدمی دست 
)11(  * 1 1

1
2 (1 )( 2 )

4 (1 )

a b hT c
p

b




  



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)12(  * 2 2
2

2 (1 )( 2 )

4 (1 )

a b h T c
p

b




  



  

، به )8(در معادله ) 12(و ) 11(با جایگزین کردن معادلات 
  :رسیمرابطه زیر می

)13(  3 2
1 2 4 0a T a T a    

  :که
)14(  2 2

1 1 1 2 2( 2 )a b h h h h   
)15(  

1 2 1 1 2 2
2

1 2 2 1

( ) ( )
2

( )

a h h b h c h c
a

b h c h c

   


 

 
 
 

  

)16(  4 1 28( )a A A   
اي درجه سه است که آن یک چندجمله) 13(معادله 

)کنیم تا مقدار بهینه طول دوره را حل می )T دست ه را ب
3با توجه به علامت. آوریم 2 2

2 4 1 44 27a a a a    سه ،
0اگر . حالت ممکن است رخ دهد  معادله سه ریشه ،

0حقیقی دارد، اگر  چندگانه هاي ، آنگاه معادله ریشه
0دارد که همه آنها حقیقی هستند و سرانجام اگر  ،

معادله یک ریشه حقیقی و دو ریشه غیرحقیقی خواهد 
به این ترتیب روش حل را در دستورالعمل زیر . داشت

  .کنیمخلاصه می
  

ضرایب ) 16(تا ) 14(هاي  با استفاده از معادله .قدم اول
نشان داده شده است را ) 13(معادله  اي که درچندجمله

  .محاسبه کنید
را با استفاده ) 13(هاي مثبت معادله همه ریشه .قدم دوم

تعیین  MATLABافزارهاي ریاضی مانند  از نرم از یکی
  .و به قدم سوم بروید

براي همه مقادیر قابل قبول طول دوره که در  .قدم سوم
1، مقادیراست قدم قبل به دست آمده 2( , )p p  را تعیین

   .کنید
1 هايبراي همه ترکیب .قدم چهارم 2( , , )T p p  مقدار

را ) 1قضیه(ط مقعر بودن سود را محاسبه و همچنین شر
ترین  در صورت برقراري شرط، سپس بزرگ. کنیدبررسی 

مقدار تابع سود را انتخاب کرده و متغیرهاي تصمیم مربوط 
تصمیم یعنی مقادیر بهینه متغیرهايآن،  به

* * *
1 2( , , )T p p در غیر  .خواهند بود و به گام پنجم بروید

صورت به کمک نرم افزارهاي تحقیق در عملیات مانند  این
CPLEXاقدام به حل مدل کنید ،.   

و  1مقادیر بهینه میزان سفارش از دو کالاي  .قدم پنجم
* را با استفاده از روابط 2 * * *

1 1 1 2( , )Q D p p T  و
* * * *
2 2 1 2( , )Q D p p T آوریددست ه ب.  

 با فرض فسادپذیري
فروش دو کالاي مکمل را به در این حالت خرده

در این مدل . کند که فسادپذیر هستندخریداران عرضه می
از . کالا ثابت فرض شده است نرخ فسادپذیري براي هر دو

)که معادله  یآنجای )
( ) ( )

dI t
gI t D P

dt
  

 
وضعیت 

دهد، بنابراین موجودي فروشنده را در واحد زمان نشان می
)با شرط  ) 0I T   وضعیت موجودي کالاهاي فسادپذیر به
)صورت  ) ( )( ) ( 1)

D p g T tI t e
g

 
 

لازم به ذکر . خواهد بود
نشان ) 2(است نمودار مربوط به این تابع در شکل شماره 

دهی از هر کالا همچنین مقدار سفارش. داده شده است
)مساوي  ) ( )( )

0 1
D p gTQ I e

g
= = -

 
هزینه کل . است

Tدورهسیستم در طول 
 

 برابر است با مجموع هزینه
دهی، هزینه نگهداري و هزینه فسادپذیري مربوط سفارش

ت زیر محاسبه کالا به صور هزینه نگهداري. به هر کالا
   :شودمی
 
 
)17(  0 0

2

( )( )( ) ( 1)

( ) ( 1)

T T
g T t

gT

D Ph I t h e dt
g

hD P e gT
g

 

  

   

محاسبه ) 18(ورت معادله هزینه فاسدشدن کالا نیز به ص
  :خواهد شد

 
 
 
)18(  

(0) ( )

( ) ( 1) ( )

Deterioration Quantity

gT

c I D P T

D Pc e D P T
g

 
  
 
 

    
 

  

  : بنابراین تابع هزینه کل به صورت زیر است
  

2

( ) ( 1)
1

( ) ( 1) ( )

Holding Cost

Deterioration Cost

gT

gT

hD PA e gT
g

TC
c D PT e c D P T

g

 
 

   
 
 

   
 
  




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)19(  

2
2

2

2( )1 2

1 ( ) ( )
2 2

( ) ( )
2

gT gTe gT

hD P c D P gTTC A T
T
A h c g D P T
T

  



 
   

 


 

  

توابع تقاضا براي دو کالاي مکمل مشابه مدل قبلی به 
  : صورت زیر است

)20(  1 1 2 1 2( , )D p p a bp b p   
)21(  2 1 2 2 1( , )D p p a bp b p   

له تابع سود به صورت زیر خواهد بنابراین براي این مسئ
  :بود
 
  
)22(  

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

'
1 2 1 1 1 1 2

'
2 2 2 1 2

( , , )

      ( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( , )

2     
( ) ( , )

2

C T p p

p c D p p p c D p p

A A T h c g D p p

T
T h c g D p p

 

  

 







 
 
 
 
 
 

  

  :بریمکار میه قضیه زیر را ب ،سازي این تابعبراي بهینه
2.1قضیه 2( , , )C T p p مقعر است اگر  

2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 2 1
' '
1 1 2 2 2 1

[ 4 2( )
2

           ( ( ) ( ))

          ( ( ) ( ))]

Tb
A A p p p p

T p h h p h h

Tg c p p c p p



 

 

 

 

    

 

  
  

1 .برهان 2( , , )C T p p اگر، مقعر اکید است
   1 2 1 2 0

TTX H X T p p H T p p     

.  
  :که

2 2 2

2
1 1

2 2 2

2
1 1 1 2

2 2 2

2
2 2 1 2

C C C

C C C

C C C

T T p T p

H
p T p p p

p T p p p

  

  

  

  

    

  


    

  

    

 
 
 
 
 
 
 
    

1که در آن  1 m h c g 2و 2n h c g  .بنابراین داریم :  
  
  
  
  
)24(  

2 21 2
1 2 1 2

1 1 2 2 2 1
' '
1 1 2 2 2 1

2( )
    4 2 ( )

    ( ( ) ( ))

     ( ( ) ( ))

TX H X

A A
b p p b p p

T
Tb p h h p h h

Tbg c p p c p p



 

 



 

 

  


  

  



  

  :حال باید نشان دهیم که
 
 
  
)25(  

2 21 2
1 2

1 1 2 2 2 1 1 2
' '
1 1 2 2 2 1

2( )
2 ( )

  ( ( ) ( )) 4

   + ( ( ) ( )) 0

T A A
X H X b p p

T
Tb p h h p h h b p p

Tbg c p p c p p

  

 

  

 


     

 

 

  

  :سرانجام تابع سود مقعر است اگر و فقط اگر
  
 
  
)26(  

2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 2 1
' '
1 1 2 2 2 1

[ 4 2( )
2

           ( ( ) ( ))

          ( ( ) ( ))]

Tb
A A p p p p

T p h h p h h

Tg c p p c p p



 

 

 

 

    

 

 
  

 Tنسبت به) 23(حال براي حل مدل ابتدا از معادله 
1 گرفته و با جایگزین کردنمشتق  1 2( , )D p p و

2 1 2( , )D p p به رابطه زیر ) 22(و )  21( هاي از معادله
  :  رسیممی

1 2

'
1 2 1 1 1 2

2

'
2 2 2 1

( , , )

( )( )
       

2

( )( )
       

2

C T p p

T

A A h c g bp a b p
T

h c g bp a b p












   


  


 

 
  
 
)27( 

و  1pنسبت به ) 23(از طرفی مشتق مرتبه اول معادله 
2p شودبه ترتیب به صورت زیر می:  

  
  
  
  
)23(  

1 2
3

2( ) ( ) ( )

2 2
( )

2 2
2

( )
2 2

2

A A b m n b n m

T
b m n

b b

b n m
b b

 







  



  


 

 
 
 
 
 
 
  
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را مساوي صفر قرار دهیم و با ) 30(و ) 29(اگر دو معادله 
دست ه مقادیر بهینه زیر ب 2pو  1pهم حل کنیم، براي 

  :آید می
'

* 1 1 1
1

2 (1 )(2 )

4 (1 )

a b c Th Tc g
p

b




   


  
  )30(  

'
* 2 2 2
2

2 (1 )(2 )

4 (1 )

a b c Th Tc g
p

b




   


 
)31(  

، به رابطه )8(در معادله ) 12(و ) 11(با جایگزین کردن معادلات 
  : رسیمزیر می

3 2
1 2 4 0a T a T a   )32(    

  : که در آن
2 2 2 '2 '2 '

1 1 2 1 2 1 1 2

' ' ' 2
2 2 1 1 2 1 2

[( ) ( ) 2 ( )

             2 ( ) 2 ( )]

a b h h g c c c g h h

c g h h h h c c g



 





    

  

 
)33( 

'
2 1 1 1 2

'
2 2 2 1

2[( )( ( ))

       ( )( ( ))]

a h c g a b c c

h c g a b c c









   

    
)34( 

4 1 28( )a A A   )35( 

اي درجه چندجمله طبق توضیحات ذکر شده درباره 
دست آوردن مقادیر بهینه ه ب سه در مدل قبلی، براي

متغیرهاي تصمیم، الگوریتم زیر را براي حل مدل پیشنهاد 
  . کنیممی

  

ضرایب ) 35(تا ) 33(هاي  با استفاده از معادله .قدم اول
نشان داده شده است را ) 32(اي که در معادله چندجمله

  .محاسبه کنید
استفاده را با ) 32(هاي مثبت معادله همه ریشه .قدم دوم

تعیین  MATLABافزارهاي ریاضی مانند  از یکی از نرم
  .و به قدم سوم بروید

براي همه مقادیر قابل قبول طول دوره که در  .قدم سوم
1، مقادیراست قدم قبل به دست آمده 2( , )p p  را تعیین 

   .کنید

1 هايبراي همه ترکیب .قدم چهارم 2( , , )T p p  مقدار
ط مقعر بودن سود را محاسبه کرده و همچنین شر

ترین مقدار تابع  سپس بزرگ. کنیدرا بررسی ) 2قضیه(
آن،  سود را انتخاب کرده و متغیرهاي تصمیم مربوط به

*تصمیم یعنی مقادیر بهینه متغیرهاي  * *
1 2( , , )T p p 

  .خواهند بود
و  1مقادیر بهینه میزان سفارش از دو کالاي  .قدم پنجم

* را با استفاده از 2 * * *
1 1 1 2( , )Q D p p T  و

* * * *
2 2 1 2( , )Q D p p T آوریددست ه ب .  

  

  مثال عددي
به حل  ،هاي ارائه شده براي نشان دادن قابلیت مدل

در هر دو مثال اثر تغییر درجه . پردازیمعددي می مثالدو 
هاي بهینه مطالعه وي استراتژيکالا را رمکملی دو 

در این قسمت. کنیم می
' '

1 2 1 220, 10,  10,  5,  100,  0.4,c c c c a b     

1 2 1 2120,  100,  6,  3,A A h h    هستند.  
  

 بدون فرض فسادپذیري: مثال اول
شده در مدل  هاي ارائه، قدمبراي مقادیر مختلف

برده و مقادیر کار ه را ب) بدون فرض فسادپذیري(اول 
این . کنیممی را تعیین 2Qو  T ،1p ،2p ،1Qبهینه

) 2(جدول . نشان داده شده است) 2(مقادیر در جدول 
* مقدار ،یابدافزایش می دهد که وقتی نشان می

1p،*
2p ،

*
1Q  ،*

2Q  و* * * *
1 2( , , )C T p p  کاهش یافته، اما مقدار*T 

  .کس برعیابد و افزایش می
  

  با فرض فسادپذیري: مثال دوم
 ،فروششود که خردهدر این مثال عددي فرض می

. کنددو کالاي مکمل فسادپذیر را به خریداران عرضه می
با (شده در مدل دوم  هاي ارائه، قدمبراي مقادیر مختلف

، T ،1pکار برده و مقادیر بهینه ه را ب) فرض فسادپذیري
2p ،1Q 2وQ این مقادیر در جدول . کنیمرا تعیین می
دهد که این جدول نشان می. نشان داده شده است) 3(

فروشی که تمایل دارد بنابراین خرده یابد، افزایش وقتی 
کالاهاي مکمل را به خریداران عرضه کند، براي کسب 

تر را با درجه مکملی پایین ییکالاها سود بیشتر باید
یابیم که شده درمی با مقایسه دو مثال ارائه. اب کندانتخ
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براي هر دو استراتژي با و بدون فرض فسادپذیري، روند 
  .   تغیرهاي تصمیم یکسان استتغییر مقادیر بهینه م

هاي ثیرپذیري قیمتبراي نشان دادن میزان تأ
دهی هر کالا از مقدار درجه فروش و مقادیر سفارش

مکملی دو کالا، به تحلیل حساسیت این متغیرها براي
0.5  پردازیمدر هر دو مدل می .  

مکملی ، اثر تغییرات درجه )5(و ) 4(هاي در جدول
هاي فروش و همچنین مقادیر دو کالا بر مقادیر قیمت

، )4(هاي دهی دو کالا نشان داد شده و در شکلسفارش
طور که  همان. ثیرها رسم شده استاین تأ) 7(و ) 6(، )5(

شود، در هر دو مدل ها دیده میها و شکلاز این جدول
هاي فروش نسبت تغییر درجه مکملی روي مقادیر قیمت

 . ثیرگذارتر استدهی تأقادیر سفارشبه م
 

  گیرينتیجه
گذاري براي قیمت  -در این مقاله دو مسئله موجودي      

هاي کالاهاي مکمل بررسی و دو مدل براي تصمیم
دو سناریو با و  باگذاري کالاهاي مکمل موجودي و قیمت

ما . بدون فرض فسادپذیر بودن کالاها، توسعه داده شد
هر گاه درجه مکملی دو  ،نشان دادیم که در هر دو مدل

کالا افزایش یابد، قیمت فروش، مقدار سفارش از هر کالا و 
اما طول دوره  ،همچنین مقدار تابع سود کاهش یافته

وش براي فربنابراین خرده. کسر عیابد و بافزایش می
کسب سود بیشتر باید کالاهاي مکمل با درجه مکملی 

نظر گرفتن تابع  در. تر را به خریداران عرضه کندپایین
تواند به عنوان دو افت میتقاضاي تصادفی یا کمبود پس

  .نظر گرفته شود موضوع بالقوه براي تحقیقات آینده در

  
  براي کالاهاي مکمل ر بهینه متغیرهاي تصمیم به ازاي مقادیر مختلف مقادی :2جدول 

 Concavity  
Clause 

T 
1p 2p 1Q 2Q C 

0 True 1.0292 136.5438 130.7719 46.7087 49.0849 10621 

0.1 True     1.0327 125.1854 119.4109 46.6255 48.7723 9490.3 

0.2 True     1.0362 115.7210 109.9438 46.5422 48.4579 8548.6 

0.3 True     1.0398 107.7135 101.9337 46.4588 48.1415 7752.7 

0.4 True     1.0433 100.8507 95.0682 46.3753 47.8233 7071.2 

0.5 True     1.0470 94.9038 89.1186 46.2917 47.5031 6481.3 

0.6 True     1.0506 89.7010 83.9130 46.2079 47.1809 5965.9 

0.7 True     1.0544 85.1110 79.3202 46.1240 46.8567 5511.7 

0.8 True     1.0581 81.0316 75.2380 46.0401 46.5305 5108.5 

0.9 True     1.0619 77.3824 71.5859 45.9560 46.2022 4748.4 

1 True     1.0658 74.0987 68.2993 45.8717 45.8717 4424.9 

  
  

  براي کالاهاي مکمل فسادپذیر مقادیر بهینه متغیرهاي تصمیم به ازاي مقادیر مختلف : 3جدول 
 Concavity  

Clause 
T 

1p 2p 1Q 2Q C 

0 True 1.0208 136.5567 130.7784 46.5584 48.9299 10618 

0.1 True 1.0242 125.1983 119.4174 46.4762 48.6187 9486.7 

0.2 True 1.0277 115.7340 109.9503 46.3938 48.3057 8545.1 

0.3 True 1.0313 107.7265 101.9402 46.3114 47.9908 7749.2 

0.4 True 1.0348 100.8638 95.0748 46.2288 47.6741 7067.7 

0.5 True 1.0384 94.9169 89.1251 46.1462 47.3553 6477.9 

0.6 True 1.0421 89.7142 83.9196 46.0634 47.0346 5962.4 

0.7 True 1.0458 85.1242 79.3268 45.9805 46.7119 5508.2 

0.8 True 1.0495 81.0449 75.2447 45.8975 46.3871 5105.1 

0.9 True 1.0533 77.3957 71.5926 45.8144 46.0602 4745.0 

1 True 1.0571 74.1121 68.3060 45.7312 45.7312 4421.4 
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  بدون فرض فسادپذیر اثر تغییر درجه مکملی روي سود سیستم با و :3شکل 

  
  

  دهی براي کالاهاي فسادناپذیرهاي فروش و مقادیر سفارشاثر تغییرات درجه مکملی بر قیمت :4جدول 
  درصد تغییرات  پارامترها

  +75 +50  ٢۵+  ٢٥ -  -50 -75 

1p  
-

17.5396  

-

12.5294  

-

6.7473  
+7.9754  +17.5475  +29.2482  

2p  
-

18.6899  

-

12.5652  

-

7.1891  
+8.4969  +18.6941  +31.1581  

1Q  -0.6798  -0.4528  
-

0.2262  
+0.2257  +0.4511  +0.6761  

2Q  -2.5655  -1.7035  
-

0.8486  
+0.8418  +1.6774  +2.5068  

  
  

 ذیرپدهی براي کالاهاي فسادهاي فروش و مقادیر سفارشاثر تغییرات درجه مکملی بر قیمت :5جدول 
  درصد تغییرات  پارامترها

  +75 +50  ٢۵+  ٢٥ -  -50 -75 

1p  
-

17.5368  

-

12.5275  

-

6.7462  
+7.9742  +17.5449  +29.2440 

2p  
-

18.6883  

-

13.3494  

-

7.1884  
+8.4964  +18.6927  +31.1559  

1Q  -0.6807  -0.4535  
-

0.2265  
+0.2261  +0.4518  +0.6772  

2Q  -2.5670  -1.7041  
-

0.8478  
+0.8446  +1.6812  +2.5116  
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  هاي فروش براي کالاهاي فسادناپذیراثر تغییر درجه مکملی روي قیمت :4شکل 

  

 
  دهی براي کالاهاي فسادناپذیر    اثر تغییر درجه مکملی روي مقادیر سفارش: 5شکل 

 
  هاي فروش براي کالاهاي فسادپذیراثر تغییر درجه مکملی روي قیمت :6شکل 
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  دهی براي کالاهاي فسادپذیر    اثر تغییر درجه مکملی روي مقادیر سفارش :7شکل 
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  ب استفاده در متنیسی به ترتیي انگلها  واژه
1- Crros-Selling 
2- Partial Backordering 
3- Joint Replenishment 
4- Risk-Averse 
 


